
概率论与数理统计



第一章 随机事件及其概率

1.1随机现象及其统计规律

略

1.2 随机事件及其运算

略

1.3 概率的公理化定义及概率的加法公式

  0P

（概率的有限可加性）  









 n

i
i

n

i
i APAP

11


（真差的概率公式） 若 AB  ，      BPAPBAP 

（概率的减法公式） 对任意两个事件 A和B有，        ABPAPBAPBAP 

（关于两个事件的概率的加法公式）        ABPBPAPBAP 
（关于三个事件的概率的加法公式）

                 ABCPBCPACPABPCPBPAPCBAP  
1.4 古典概型和几何概型

略

1.5 条件概率与乘法公式

（条件概率）    
 AP
ABPABP 

（一般乘法公式）          1-2121312121 nnn AAAAPAAAPAAPAPAAAP  

         BAPBPABPAPABP 



1.6 全概率公式与贝叶斯公式

（全概率公式） 若  ,,,, 21 nAAA 构成一个完备事件组，且    ,,,2,10 niAP i  ， ，

则对任何事件 B，有      ii ABPAPBP 

（贝叶斯公式） 若  ,,,, 21 nAAA 构成一个完备事件组，且    ,,,2,10 niAP i  ， ，

则对任何概率不为零的事件 B，      
   jj

ii
i ABPAP

ABPAP
BAP




1.7 事件的独立性与伯努利概型

略

第二章 随机变量及其分布

2.1 随机变量的概念及分布函数

略

2.2 离散型随机变量

略

2.3 几种重要的离散分布

分布名称 记号 分布列 数学期望 方差

0-1分布  pBe     1,0,1 1   kppkXP kk p  pp 1

二项分

布
 pnB ,     ,1,0,1 1   kppCkXP kkk

n
np  pnp 1

泊松分

布
 P   ,1,0,

!
  ke

k
kXP

k
  

超几何

分布
 NMnH ,,   n

N

kn
MN

k
M

C
CCkXP




几何分

布
 pGe     ,2,1,1 1   kppkXP k

p
1

2
1
p
p

几何分布具有无记忆性（后续连续分布中的指数分布也具有无记忆性）



2.4 连续型随机变量

略

另附茆诗松版《概率与数理统计教程》，连续随机变量函数的分布：

设X是连续随机变量，其密度函数为  xpX ，  XgY  是另一个随机变量，若  XgY  严

格单调，其反函数  yh 有连续导函数，则  XgY  的密度函数为

      


 


其他0

byayhyhp
yp X

Y

a 为  XgY  的最小值，b为  XgY  的最大值

2.5 几种重要的连续型分布

分布名称 记号 概率密度 数学期望 方差

均匀分布  baU ,  




 


其他0

1 bxa
abxf

2
ba   

12

2ab 

指数分布  E  










00
0

x
xe

xf
x


1

2
1


正态分布  2,N  
 

2

2

2

2
1 









x

exf  2

（1）若随机变量  2,~ NX ，则  1,0~ NX



。

（2）特别的，若  1,0~ NX ，则   2

2

2
1 x

exf





。

2.6 随机变量的函数分布

（1）一般地，服从均匀分布的随机变量的线性函数仍然服从均匀分布。

（2）若随机变量  2,~ NX , ba, 为常数且 0a ，则  22,~  abaNbaX  ，即正

态随机变量的线性函数仍然服从正态分布。



第三章 二维随机变量及其分布

3.1 联合分布函数与边缘分布函数

略

3.2 二维离散型随机变量

略

3.3 二维连续型随机变量

（边缘密度函数） 若二维连续型随机变量    yxfYX ,~, ，则  YX , 关于 X 和Y 的边缘

概率密度分别为：

   

   dxyxfyf

dyyxfxf

Y

X
















,

,

3.4 随机变量的独立性

（ X 与Y 独立）
     
     







yfxfyxf
yFxFyxF

YX

YX

,
,

可扩展到 n个变量。

3.5 条件分布

离散型：

jyY  的条件下 X 的条件分布列    
  j

ij

j

ji
ji p

p
yYP

yYxXP
yYxXP









,

ixX  的条件下Y 的条件分布列    
  







i

ij

i

ji
ij p

p
xXP
yYxXP

xXyYP
,

连续型：

yY  的条件下 X 的条件分布列    
 yf
yxfxf

Y
yYX

,


xX  的条件下Y 的条件分布列    
 xf
yxfyf

X
xXY

,




3.6 二维随机变量函数的分布

（二项分布的可加性） 若  pmNX ,~ ，  pnNY ,~ ，且 X 与 Y 相互独立，有

 pnmBYX ,~  。

（正态分布的可加性） 设随机变量  211,~ NX ，  pnNY ,~ ，且 X 与Y 相互独立，

则  222
121 ,~   NYX 。

（ 泊松 分 布 的可 加 性） 若  1~ PX ，  2~ PY ， 且 X 与 Y 相 互独 立 ， 有

 21~   PYX 。

（卷积公式） Z=X+Y的密度：           







 dxxzfxfdyyfyzfzf YXYXZ

（最大值分布）  nXXXY ,,,max 21  的分布为    



n

i
i yFyF

1

（最小值分布）  nXXXY ,,,min 21  的分布为     



n

i
i yFyF

1
11

第四章 随机变量的数字特征和二维正态分布

4.1 数学期望

略

4.2 随机变量函数的数学期望

（1）若 C是常数，则 CEC  。

（2）对任意常数 a和b，有   bEYaEXbYaXE  。

（3）若随机变量 X 与Y 相互独立，有   EYEXXYE  。

4.3 方差

（定义）设 X 是随机变量，若  2EXXE  存在，则称    222 EXEXEXXEDX 



（1）若 C是常数，则 0DC 。

（2） 0DC 的充要条件是   1 CXP 。

（3）对任意常数 C，有   DXCCXD 2 。

（4）对随机变量 X 与Y ，则有      EYYEXXEDYDXYXD  2 。

（协方差相关）    YXCovDYDXYXD ,2

4.4 协方差与相关系数

（协方差 定义）         EYEXXYEEYYEXXEYXCov ,

（1）    YXabCovbYaXCov ,, 

（2）      YXCovYXCovYXXCov ,,, 2121 

（3）若 X 与Y 相互独立，则有   0, YXCov ，特别的   0, aXCov

（相关系数）设  YX , 是二维随机变量，且 0DX , 0DY ，称
 
DYDX
YXCov

XY
,



（1）       不相关与YXYXCovDYDXYXDEYEXXYE  0,

（2）若随机变量 X 与Y 相互独立，则 X 与Y 不相关

（现代证券组合理论） 马科维兹在 20 世纪 50 年代引进的均值-方差模型成为现代证券组合
理论的基石。在这个理论中，假设有甲、乙两种证券可以投资，其收益率可以看做随机变量

X 与Y ，相应的均值（代表平均收益率）为 1 与 2 ，方差（代表风险）为 2
1 与 2

2 。假

定投资甲、乙证券的资金比例分别为 x与 x1 ，试求该证券组合的平均收益率和风险，并
求风险最小的一种证券投资组合。

解：设该证券组合的总收益率为 Z ，则  YxxXZ  1 ，其平均收益率为

    21 11  xxEYxxEXEZ 

风险为

          21
2

2
22

1
222 11,11  xxxxYXCoxxxDYxDXxDZ 



令 0DZ
dx
d

，解得

21
2
2

2
1

21
2
2

2 





x

4.5 随机变量的其他数字特征

（原点矩）
k

k EX

（中心矩）  kk EXXEv 

其他数字特征略

4.6 二维正态分布

二维正态分布     是相关系数 ,,,,~, 2
2

2
121NYX

   
      




















 











 2
2

2
2

21

21
2
1

2
1

22
21

2
12
1exp

12
1,











xxxxyxf

i：若二维随机变量     ,,,,~, 2
2

2
121NYX ，则 X 与Y 相互独立的充要条件是 0 。

ii：     1,   











dxxfdxdyyxf X

第五章 大数定律与中心极限定理

5.1 切比雪夫不等式

（定理） 若随机变量 X 的期望 EX 与方差DX 都存在，对任意的 0 ，有

  2
 DXEXXP 

  21


 DXEXXP 

5.2 大数定律

1.切比雪夫大数定律

设随机变量序列 1, nX n 满足：

（i）相互独立；



（ii）期望 ,, 21 EXEX 和方差 ,, 21 DXDX 都存在；

（iii）方差一致有界，即存在 0M ，使得 ,2,1,  iMDX i

则当 n 时， 011
11

 


P
n

i
i

n

i
i EX
n

X
n

2.伯努利大数定律

在成功概率为 p的伯努利试验序列中，若用 n 表示前 n 次试验中，当 n 时，

p
n

Pn 


3.辛钦大数定律

设随机变量序列 1, nX n 满足：

（i）相互独立；

（ii）同分布；

（iii）期望 iEX 存在， ,2,1i ,

则当 n 时， 


P
n

i
iXn 1

1

5.3 中心极限定理

1.林德伯格-莱维中心极限定理（独立同分布中心极限定理）

设随机变量序列 1, nX n 满足：

（i）相互独立；

（ii）同分布；

（iii）期望 iEX 和方差
2iDX ， ,2,1i 都存在，

则对任意的 Rx ,有

 xx
n

nX
P

n

i
i

n

























 


1lim



2.棣莫弗-拉普拉斯中心极限定理

在每次成功概率为 p的伯努利试验序列中，若用 n 表示前 n次试验中，则对任意的 Rx ,

有

 
 xx

pnp
npP n

n














 1

lim 

第六章 统计量及其分布

6.1 总体与样本

略

6.2 统计量与经验分布函数

（统计量） 设  nXXXT ,21 ，， 是样本 nXXX ,21 ，， 的函数，且不含任何未知参数，称

 nXXXT ,21 ，， 为统计量。

（样本均值） 



n

i
iXn

X
1

1

（样本方差）  
2

1

2

1
1 







n

i
i XX

n
S 无偏

（原点矩） 



n

i

k
iK X

n
A

1

1

（中心矩）  
kn

i
ik XX

n
B 




1

1

（经验分布函数）

 

 

   

 















 

n

kkn

xx

Rxnkxxx
n
k

xx

xF

,1

,1,,2,1,,

,0

ˆ
1

1





6.3 统计推断中的三大分布

1. 2 分布

（定义） 设 nXXX ,21 ，， 相互独立且都服从标准正态分布，记

22
2

2
1

2
nXXX  

称随机变量
2 服从自由度为n的 2 分布，记作  n22 ~  。

i：设 nXXX ,21 ，， 是来自正态总体  2，N 的样本，则    1~1 2

1

2
2 

 



n

i
iX 。

ii：（可加性）若随机变量服从  122
1 ~ n ，  222

2 ~ n ，且
2
1 与

2
2 相互独立，则

 21
22

2
2
1 ~ nn  

iii： nE 2 ， nD 22 

2.t 分布

（定义）设  10~ ，NX ，  nY 2~  ，且 X 与Y 相互独立，记

nY
XT
/



称随机变量T 服从自由度为 n的 t分布，记作  ntT ~ 。

i：    ntnt   1 。

3.F 分布

（定义） 设  mX 2~  ，  nY 2~  ，且 X 与Y 相互独立，记

nY
mXF
/
/



称随机变量 F 服从自由度为m和n的F 分布，记作  nmFF ,~ ，其中称m为分子自由度，

n为分母自由度。



   mnF
nmF

,
1,

1 






6.4 正态总体下的抽样分布定理

（1）  1,0~
/
-,~

2

N
n

X
n

NX


 







；

（2）
   1~1 2

2

2


 nSn 


；

（3） X 和
2S 相互独立。

（4）  1~
/
-

nt
nS

X 
。

（均值差的分布）设样本
1

,21 nXXX ，， 和
2

,21 nYYY ，， 分别来自两个相互独立的正态总

体  211,N 和  222 ,N ，则

     1,0~

2

2
2

1

2
1

21 N

nn

YXU









i：若   21 ，则

     1,0~
11
21

21 N

nn

YXU









     2~
11 21

21

21 



 nnt

nn
S

YXT

w


（其中

   
2
11

21

2
22

2
11





nn

SnSnSw ）

ii：设样本
1

,21 nXXX ，， 和
2

,21 nYYY ，， 分别来自两个相互独立的正态总体  211,N 和

 222 ,N ，则统计量



 1,1~
/
/

212
2

2
2

2
1

2
1  nnF
S
SF




第七章 参数估计

7.1 点估计

（替换原理和矩法估计） 用样本矩替换对应的总体矩的思想称为替换原理，建立在替换原

理基础上的估计称为矩法估计。

（例题）设 nXXX ,,, 21  是来自总体    




 


其他,0

0,2
;~ 2 


xx

xfX 的样本，求

的矩法估计量。
解：总体均值

   
3

2;
0 20







  dxxxdxxxfEX

由替换原理，
3


X ，解得 的矩法估计量为 X3ˆ  。

（最大似然估计） ①写似然函数→②求对数似然函数→③对对数似然函数求导得并令导函

数为 0得似然方程→④求出最大似然估计值→⑤检验是否满足

（例题）设 nXXX ,,, 21  是来自总体  PX ~ 的样本，求的最大似然估计量。

解：总体分布列为

  ,2,1,0,
!

  xe
k

xXP
x



对于给定的样本观测值 nxxx ,,, 21  ，似然函数

     n

n

x
n

i
ii e

xxx
xXPL

n

i
i










 !!! 211

1



取对数，得对数似然函数得

     nxxxxL n

n

i
i 


!!!lnlnln 21

1


对求导数并令其为 0，得对数似然方程

  01ln
1




nxL
d
d n

i
i




解得的最大似然估计值为 x̂ ，最大似然估计量为 X̂



7.2 估计量评价的一般标准

（无偏估计）    ˆE

（有效性）    21
ˆˆ  DD  [ 1̂ 比有 2̂ 效]

（相合性）   0ˆlim 


P
n

7.3单个正态总体的区间估计

1. 当 2 已知时 的区间估计

枢轴量  1,0~
/

N
n

XU



 ，则 的 1 置信区间为 










 n
ux 


2

1

2. 当 2 未知时 的区间估计

枢轴量  1~
/




 nt
n

XT



，则 的 1 置信区间为   










 n
Sntx 1

2
1 

3. 当 未知时 2 的区间估计

枢轴量  1~1 22
2 
 nSn 


，则 的 1 置信区间为
 

 
 

 






















1

1,
1

1
2

2

2

2

2
1

2

n
Sn

n
Sn

 

7.4 两个正态总体的区间估计

1. 当 2
1 和 2

2 都已知时 21 -  的区间估计

枢轴量
     1,0~

2

2
2

1

2
1

21 N

nn

YXU







 ，则 的 1 置信区间为  















2

2
2

1

2
1

2
1 nn
uYX 



2. 当 2
1 = 2

2 = 2 未知时 21 -  的区间估计

枢 轴 量
     2~

11 21

21

21 



 nnt

nn
S

YXT

w


， 则  的 1 置 信 区 间 为



    










21

21
2

1

112
nn

nntYX 

3. 方差比 2
2

2
1




的区间估计

枢 轴 量  1,1~
/
/

212
2

2
2

2
1

2
1  nnF
S
SF




， 则  的 1 置 信 区 间 为

   























2
2

2
1

21
2

2
2

2
1

21
2

1
1,1

1,
1,1

1
S
S

nnFS
S

nnF 

第八章 假设检验

8.1 假设检验的基本思想

（第一类错误） 如果原假设 0H 成立，但是样本观测值落入拒绝域W 因而拒绝 0H ，即拒

绝了正确的结论，称此统计判决犯了第一类错误或弃真错误，其概率记为 ，即

 WPH0


（第二类错误） 如果原假设 0H 不成立，但是样本观测值落入拒绝域W 因而接受 0H ，即

接受了错误的结论，称此统计判决犯了第二类错误或纳伪错误，其概率记为 ，即

 WPH1


8.2 单个正态总体的假设检验



8.3 两个正态总体的假设检验



8.4 非参数假设检验

1. 2 拟合优度检验

i. 分类数据的 2 拟合优度检验

检验统计量：
 






l

i i

ii

np
npn

1

2
2

拒绝域：   12
1

2   lW 

ii. 分类数据的 2 拟合优度检验

检验统计量：
 






l

i i

ii

pn
pnn

1

2
2

ˆ
ˆ



拒绝域：   12
1

2   klW  （其中 k 为未知参数个数）

解题步骤

①求服从分布中的参数的最大似然估计

②计算分布的概率估计值

③各种计算结果列表

组号 in ip̂ ipnˆ
 

i

ii

pn
pnn
ˆ
ˆ 2

合计

④查表求拒绝域，做出统计判断

2. K-S 检验

经验分布函数：   
n
ixF in ˆ

记      101
ˆ

 inii xFxFd ，      inii xFxFd ˆ
02  ，则检验统计量为

niddD iin ,,2,1,, 21 

解题步骤

①列表计算



i  ix ni /   ixf <概率> id1 id2  ii dd 21 ,max

②查表求拒绝域，做出统计判断

3. 独立性检验

检验统计量：
 


  




r

i

s

j ji

jiij

ppn
ppnn

1 1

2
2

ˆˆ
ˆˆ

 其中 r为行，s为列

拒绝域：     112
1

2   srW 

解题步骤

①写出待检验假设

②查表给出拒绝域

③求出检验统计量的值，检验假设

第九章 线性回归分析与方差分析

9.1 一元线性回归分析

回归方程： xyi 10
ˆˆˆ  

1. 回归系数的最小二乘估计

实测值 iy 与回归值 iŷ 之间的差 niyye iii ,,2,1,ˆ  为残差。

按照最小二乘法的思想，希望回归方程中的 10
ˆ,ˆ  使残差平方和达到最小，即要求

     



n

i
i

n

i
i xyxy

1

2

10ˆ,ˆ1

2

10
ˆˆminˆˆ

10




记     



n

i
i xyQ

1

2

1010
ˆˆ,  称其为误差的平方和，分别对 10

ˆ,ˆ  求偏导，并令偏导数

等于零得到

 

 





















02

02

10
1

10
0

iii

ii

xyxQ

xyQ









整理得到一个关于 10
ˆ,ˆ  的线性方程组














iiii

ii

yxxx

yxn
2

10

10





以上两个方程组均为正规方程组，易得 10
ˆ,ˆ  的最小二乘法估计

  
  xy

xx

yyxx

i

ii
1021
ˆˆ,ˆ  









2. 求一元线性回归

   
222
xnxxxl iixx

     yxnyxyyxxl iiiixy

   
222
ynyyyl iiyy

解题步骤：

①列表计算：

 ix n  iy

x y

 2
ix  ii yx  2

iy


2
xn yxn 

2
yn

xxl xyl yyl

 xy
l
l

xx

xy
101
ˆˆ,ˆ 

②写出回归方程

3. 回归方程的显著性检验

总偏差平方和： yylSST 



回归平方和：
xx

xy

l
l

SSR
2



残差平方和： SSRSSTSSE 

i：  1~ 2
2 nSSE 


，从而

2
ˆ 2



n
SSE

ii： SSE与 10
ˆ,ˆ  相互独立

iii：当 01  时，  1~ 2
2 


SSR

，且 SSR与 SSE相互独立。

解题步骤：

①列表计算：

来源 平方和 自由度 均方 F比 临界值

回归 SSR 1 SSR

 2/ nSSE
SSR  2,11  nF 

残差 SSE 2n  2/ nSSE

总和 SST 1n

②查表求出临界值，判断显著性

Ps：拒绝域   2,11   nFFW 

4. 因变量的预测

自变量取 0x 时的因变量 0Y 的点预测：

0100
ˆˆˆ xY  

0Y 的置信水平 1 的预测区间是     0000
ˆ,ˆ xYxY  

其中，      
xxl
xx

n
ntx 




0

2
10

11ˆ1  

9.2 多元回归线性分析

略，类似一元线性回归。

9.3 方差分析



1. 单因素方差分析






























 

SSASSTSSE
n
T

n
TSSA

n
TxSST

r

i

i

r

i

n

j
ij

i

1

2

1

2

1 1

2

统计量：
 
   rnrF

rnSSE
rSSAF 



 ,1~
/

1/

拒绝域：   rnrFfW   ,11 

解题步骤：

①求出各偏差平方和。

②列表计算：

来源 平方和 自由度 均方 F比 临界值

组间 SSA 1r MSSA

MSSE
MSSAf   rnrF  ,11 

组内 SSE rn  MSSE

总和 SST 1n

④查表求拒绝域，做出统计判断

2. 无交互作用的双因素方差分析





































 

SSBSSASSTSSE
rs
TT

r
SSB

rs
TT

s
SSA

rs
TxSST

s

i
j

r

i
i

r

i

s

j
ij

1

2
2

1

2
2

1 1

2

1

1

解题步骤：

①求出各偏差平方和。



②列表计算：

来源 平方和 自由度 均方 F比 临界值

因素 A SSA 1r MSSA

MSSE
MSSAfA 

MSSE
MSSBfB 

   11,11,  srrFA 

   11,11,  srsFB 

因素 B SSB 1s MSSB

误差 SSE   11  sr MSSE

总和 SST 1rs

④查表求拒绝域，做出统计判断
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